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Çàäà÷à 1. Ïî ïðÿìîé áåç ïðîñêàëüçûâàíèé êàòèòñÿ ýëëèïñ. Íàéòè óðàâíåíèå òðàåêòîðèè åãî

ôîêóñà.

Ðåøåíèå. Ïóñòü F � ôîêóñ ýëëèïñà, S � öåíòð ýëëèïñà, M � òî÷êà êàñàíèÿ ýëëèïñà è
äàííîé ïðÿìîé, SA � áîëüøàÿ ïîëóîñü, ∠α � óãîë ìåæäó ôîêàëüíûì ðàäèóñîì è äàííîé ïðÿìîé
(ðèñ. 1). Òîãäà, î÷åâèäíî, êîîðäèíàòû ýëëèñïà ìîæíî âûðàçèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

xF = OM −MF · cosα

yF = MF · sinα
(1.1)

Çàìåòèì, ÷òî OM = ˘AM , òàê êàê ýëëèïñ êàòèòñÿ áåç ïðîñêàëüçûâàíèé, à ˘AM � äëèíà ýëëèïòè÷å-
ñêîé äóãè, ïðîéäåííîé òî÷êîé ñ íóëåâîãî ìîìåíòà. Ýòà ãåîìåòðè÷åñêàÿ õàðàêòåðèñòèêà íå çàâèñèò
îò ñèñòåìû êîîðäèíàò (ðàâíî, êàê è ∠α), ïîýòîìó ðàññìîòðèì òàêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò, öåíòð è
îñè êîòîðîé ñîâïàäàþò ñ öåíòðîì è îñÿìè ýëëèïñà (ðèñ.2). Ââåäåì åñòåñòâåííóþ ïàðàìåòðèçàöèþ
ýëëèïñà:

r(t) :

{
x = a cos t

y = b sin t

Òîãäà ˘AM =
t∫
0

|r′(τ)|dτ =
t∫
0

√
a2 sin2 τ + b2 cos2 τdτ =

t∫
0

√
a2 − c2 cos2 τdτ (çäåñü a, b � ïîëóîñè,

c =
√
a2 − b2 � ýêñöåòðèñèòåò).
Íàéäåì sinα è cosα.

cosα =

〈
MF,−r′

〉
|MF | · | − r′|

=

〈
FM, r′

〉
|FM | · |r′|

(1.2)

FM = {a cosα− c, b sinα};
|FM |2 = a2 cos2 t− 2ac cos t+ c2 + b2 sin2 t = a2 − a2 sin t+ c2 + b2 sin2 t = (a− c cos t)2;
|r′|2 = a2 sin2 t+ b2 cos2 t = a2 − c2 cos2 t;〈
FM, r′

〉
= (−a sin t)(a cos t−c)+b sin t ·b cos t = −a2 sin t cos t+ac sin t+b2 sin t cos t = c sin t(a−

c cos t). Ïîäñòàâëÿÿ â (1.2), ïîëó÷àåì:

cosα =
(a− c cos t)c sin t

(a− c cos t)
√
a2 − c2 cos2 t

=
c sin t√

a2 − c2 cos2 t
(1.3)

Çàìåòèì, ÷òî 0 < α < π, îòêóäà:

sinα =
√

1− cos2 t =

√
a2 − c2 cos2 t− c2 sin2 t√

a2 − c2 cos2 t
=

√
a2 − c2√

a2 − c2 cos2 t
(1.4)
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Ïîäñòàâëÿÿ (1.3) è (1.4) â (1.1), ïîëó÷àåì:

xF =

t∫
0

√
a2 − c2 cos2 τdτ + c sin t

a− c cos t√
a2 − c2 cos2 t

yF =
√
a2 − c2 a− c cos t√

a2 − c2 cos2 t

Ïîëó÷åííàÿ êðèâàÿ íàçûâàåòñÿ ýëëèïòè÷åñêîé öåïíîé (Elliptic catenary). Íà ðèñ. 3 èçîáðà-
æåí å¼ ãðàôèê. Âðàùàÿ ýëëèïòè÷åñêóþ öåïíóþ âîêðóã OX, ïîëó÷àåì ïîâåðõíîñòü, íàçûâàåìóþ
àíäóëîèäîì (Unduloid), (ðèñ.4).
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